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Intisari

Pada makalah ini telah dikaji persamaan Klein-Gordon nonlinear yang dirumuskan melalui dua persamaan
hukum kekekalan energi klasik, yaitu persamaan Hamilton-Jacobi dan kontinuitas. Secara umum, persamaan
ini diturunkan melalui analogi yang sama pada penurunan persamaan nonlinear Schrodinger yang tidak meng-
gunakan dua postulat di dalam mekanika kuantum, yaitu postulat Einstein dan de Broglie mengenai kuantisasi
energi dan momentum linear. Asumsi yang digunakan pada penurunan persamaan tersebut adalah mengambil
postulat bahwa persamaan Hamilton-Jacobi tetap berlaku dalam sistem mikroskopik. Solusi partikel bebas un-
tuk persamaan Klein-Gordon nonlinear ini mempunyai solusi khusus berupa solusi gelombang bidang monokro-
matik. Di samping itu, telah di bahas pula bentuk umum persamaan Klein-Gordon nonlinear yang memasukkan
unsur potensial eksternal.

KATA KUNCI: Klein-Gordon nonlinear

I. PENDAHULUAN adanya postulat keberlakuan persamaan kekekalan energi
klasik, yaitu persamaan Hamilton-Jacobi dan kontinuitas pada
. . ) _ sistem mikroskopik. Di samping itu, persamaan ini memu-
~Teori mekanika kuantum dirumuskan untuk mempelajarincylkan sebuah potensial kuantum yang pada hakikatnya
sistem mikroskopik yang mempunyai dua aspek pentingdalah suku nonlinear yang ditambahkan pada persamaan
yang ditunjukkan melalui hasil eksperimen (salah satu conschrodinger linear. Dengan demikian, penurunan persamaan
toh eksperimen yang pernah dilakukan adalah difraksi neun; tigak menggunakan prinsip kuantisasi energi dan mo-
tron). Kedua aspek tersebut adalah aspek partikel dan gelomentum linear yang telah diajukan oleh Einstein dan de
bang, namun kedua aspek tersebut tidak pernah muncul sgroglie. Dengan adanya postulat keberlakuan persamaan en-
cara bersamaan. Kemunculan kedua aspek di dalam haglg; kiasik tersebut, partikel kuantum dapat dianggap mem-
eksperimen tersebut tidak dapat dijelaskan oleh fisika klasikynyaj bagian partikel yang direpresentasikan oleh persamaan
yang telah diterima kurang lebih selama tiga abad lamanya4amilton-Jacobi dan bagian gelombang yang digambarkan
Pada awal lahirnya teori mekanika kuantum, Heisenberg dagelalui persamaan kontinuitas. Menurut ketiga fisikawan
Schrodinger telah mengajukan persamaannya masing-masifigsebut, bagian partikel mempunyai sebagian besar energi
untuk menjelaskan fenomena hasil persamaan. HeiseRprtikel kuantum dan bertanggung jawab pada terdeteksinya
berg mengajukan teori mekanika matriks yang mendeskripsyaty partikel pada suatu detektor sedangkan bagian gelom-
sikan karakteristik partikel sedangkan Schrodinger mengayang mempunyai sebagian kecil energi partikel kuantum dan
jukan teori mekanika gelombang yang menggambarkan pepertanggung jawab terhadap terjadinya pola-pola interferensi-
ilaku gelombang. Kedua persamaan tersebut sampai sekaraggraksi. Melalui tafsiran ini, partikel kuantum dapat digam-
dapat digunakan untuk mempelajari sistem mikroskopik. Diarkan seperti pusaran angin, dengan bagian partikel terletak

sisi lain, Einstein dan de Broglie yang merupakan dua tokothada pusat pusaran sedangkan bagian gelombang berputar
pencetus teori mekanika kuantum melalui postulat kuantisaghengelilingi bagian partikel.

energi dan momentum linear meyakini bahwa mekanika kuan-
tum yang paling fundamental adalah mekanika kuantum non-
linear. Hal ini membuat beberapa fisikawan tertarik untukKI
merumuskan mekanika kuantum nonlinear tersebut.

Tujuan dari makalah ini adalah merumuskan persamaan
ein-Gordon nonlinear berdasarkan konsep yang sama pada
penurunan persamaan Schrodinger linear di atas. Sebagai per-
Perumusan mekanika kuantum nonlinear tersebut pertanfaulaan, akan dibahas mengenai motivasi dapat dirumuskan-
kali diajukan oleh fisikawan asal Italia, Guerra, Pusterlafya persamaan tersebut, lalu dilanjutkan dengan perumusan
dan Smolin yang mengajukan persamaan Schrodinger nofersamaan Klein-Gordon untuk partikel bebas. Selain itu,
linear [1-4]. Pembahasan mendalam mengenai persamaaflusi khusus partikel bebas untuk persamaan ini berbentuk
Schrodinger nonlinear beserta karakteristiknya telah dibahagelombang bidang monokromatik yang mempunyai sifat yang
pada referensi [1-4]. Persamaan ini diturunkan berdasarkanirip pada solusi persamaan Klein-Gordon linear yang secara
umum mempunyai dua solusi energi, yaitu energi positif dan
negatif. Akhir dari makalah ini akan dirumuskan persamaan
Klein-Gordon umum yang memasukkan unsur potensial ek-
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[l. MOTIVASI PENURUNAN PERSAMAAN adalah faktor kontraksi Lorentz. Di samping itu, didapat
KLEIN-GORDON NONLINEAR pula kecepatan partikel kuantum yang merupakan gradien dari
fasenya

Pada bagian ini, akan dikaji motivasi penurunan persamaan Vo i
Klein-Gordon nonlinear yang didasarkan pada analogi yang T=—=— (10)
sama seperti motivasi pada penurunan persamaan Schrodinger ymeam
nonlinear. Melalui analogi tersebut, persamaan Klein-Gordorselanjutnya, apabila didefinisikan besaras a? , kita men-
nonlinear dibangun dengan menambahkan suku potensidhpatkan persamaan kontinuitas yang menggambarkan gerak
kuantum pada persamaan Klein-Gordon linear. Sebagaintuk awan partikel pada Pers.(4)
langkah awal, kita meninjau dahulu persamaan Klein-Gordon

linear % +Ve(pt)=0 (11)
1 0%V 5 m?2c? o .
Z5E V20 + v =0 (1) dengan definisi rapat arus gelombahg: pv .
Pada persamaan di atas, m menyatakan massa diam par-
tikel. Langkah selanjutnya, kita mengasumsikan bahwafungsi |||, PENURUNAN PERSAMAAN KLEIN-GORDON
gelombang? mempunyai solusi umum berbentuk NONLINEAR
U(7,t) = a(F, 1) ek ?) )

Seperti yang telah dijelaskan pada bagian pendahuluan
dengan amplitudae(, t) dan fasep adalah fungsi ruang dan bahwa penurunan ini tidak menggunakan postulat Einstein
waktu. Apabila solusi umum pada Pers.(2) disubstitusikarfian de Broglie, namun menggunakan persamaan Hamilton-
pada Pers.(1), lalu bagian real dan imajiner dipisahkan makdacobi dan kontinuitas. Melalui analogi yang sama, kita
akan didapat dua persamaan yang saling berhubungan saagninjau dahulu persamaan Hamilton-Jacobi untuk gerak

sama lain partikel relativistik dan kontinuitas berikut ini
1 [0p s .of 1 0%a VZa 1 /00>
= (%) oo (g - 2 (%) - om0 (12)

+m?c? =0 (3) ) 10 (,0
Ve (V) = 52 (a aw) (13)
Ve (a’Vy) = %Q (&890) (4)  Setelah melakukan aljabar matematika, maka kedua per-
c* Ot ot samaan tersebut dapat dikombinasikan menjadi satu per-
Melalui kedua persamaan di atas, kita belum mendapatkaf@maan berikut
hal yang penting. Namun demikian, apabila kita mengabaikan 1 92y ) m2c2 1 82q V2q
kontribusi kuantum pada Pers.(3), — 0, dan mengganti 25z ~V Yt 5 V- g op¥t ¥ =004

érgdii(gie;gei?agimerupakan aksi klasik, maka Pers.(3) akagenganllf adalah solusi umum yang telah didefinisikan pada
Pers.(2). Pers.(14) merupakan persamaan Klein-Gordon non-

1 /9S\?2 ) 5 o linear yang menggambarkan gerak partikel bebas relativistik.
2 <at) —(VS)"—=mc” =0 (5) Selanjutnya kita akan mengkaji kasus sederhana, yaitu so-

_ _ . lusi pertikel bebas untuk persamaan Klein-Gordon nonlin-
Pers.(5) merupakan persamaan Hamilton-Jacobi klasik yangar. Untuk pencarian solusi ini digunakan metode yang sama
menggambarkan gerak partikel bebas. Di samping itu, sukgeperti pada referensi [5]. Dalam hal ini solusi fasadidap-

yang mengandung konstanta Plankk, atkan melalui penyelesaian solusi persamaan Hamilton-Jacobi
1 924 V2a pada Pers.(12) dengan menggunakan sahssitzyang mem-
Q=hr (28t2 - ) (6)  punyai bentuk
cea a

disebut potensial kuantum. Melalui analogi pada mekanika P(151) = r(t) + @2(2) + 3(y) + ¢a(2) (15)
klasik, dapat diturunkan beberapa besaran klasik lainny&etelah mensubstitusikan solusi ansatz Pers. (15) ke Pers.

melalui hubungan di bawah ini (12) akan didapatkan solusi untuk fase
_%f — E—md ) p(Fit)=—Et+pet (16)
Vo — 5= ~mi ®) dengan E dam’ masing-masing adalah energi dan momen-
v=pr=7 tum linear untuk partikel relativistik. Selanjutnya, untuk men-
dengan cari solusi amplitudo kita mensubstitusikan solusi Pers.(16)
1 ke persamaan kontinuitas (13), didapat
Y= 9 9a
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Pers.(17) adalah persamaan differensial linear yang mempun- V. SIMPULAN
yai solusi khusus amplitudo bernilai konstaf@,¢t) = A.

Dengan demikian, solusi khusus persamaan Klein-Gordon paqa makalah ini telah dibahas mengenai motivasi dan

nonlinear adalah gelombang bidang monokromatik dengagenrynan persamaan Klein-Gordon nonlinear. Persamaan ini

fungsi dirumuskan melalui persamaan Hamilton-Jacobi untuk gerak
partikel relativistik dan kontinuitas. Persamaan Hamilton-
Jacobi tersebut merupakan representasi bagian partikel yang
membawa sebagian besar energi partikel kuantum sedangkan
ersamaan kontinuitas merepresentasikan bagian gelomban
V. BENTUK UMU%SET?QEAAARAN KLEIN-GORDON ?awan partikel) yang membavSa sebagian kecil%nergi partikel ’
kuantum.

Solusi khusus untuk partikel bebas pada persamaan Klein-
ordon nonlinear tersebut mempunyai bentuk solusi gelom-
ng bidang monokromatik. Seperti halnya pada persamaan
ein-Gordon linear, keberadaan energi negatif juga dapat di-
abaikan untuk partikel bebas pada persamaan Klein-Gordon
Honlinear tersebut.
Persamaan Klein-Gordon umum yang memasukkan unsur
1 (9 2 ) 5 potensial eksternal juga telah dapat dirumuskan. Perumusan
2 <8t - V> = (Vp)* =m®c” =0 (19)  umum ini didapat melalui persamaan umum Hamilton-Jacobi
untuk partikel relativistik dengan memasukkan unsur poten-
dengan \V/ merepresentasikan suku potensia| ekstern£i3.| eksternal. Namun demikian, keberadaan energi negatif
Langkah selanjutnya adalah dengan mengkombinasikan Pentuk kasus ini belum dapat disimpulkan secara pasti apakah
samaan kontinuitas (13) dengan Pers.(19). dapat dihindari ataukah tidak. Hal ini terjadi mengingat peru-
Dengan menggunakan aljabar matematika, maka bentukusan Klein-Gordon nonlinear tersebut tidak menggunakan
umum persamaan Klein-Gordon nonlinear mempunyai benPostulat Einstein dan de Broglie yang digunakan untuk menu-
tuk runkan persamaan Klein-Gordon linear.

U (7, t) = Aeh (Por—E1) (18)

Bentuk perumusan persamaan Klein-Gordon nonlinear inj
adalah menambahkan suku potensial eksternal pada Pers.(
Potensial eksternal ini didapat melalui persamaan umurg,
Hamilton-Jacobi untuk gerak partikel relativistik. Oleh se-
bab itu, kita menuliskan terlebih dahulu perluasan persama
Hamilton-Jacobi berikut

1 020 m2c? 1 9%
— = — V20U v
c? ot? + h? c2a Ot?

VZa 2 Oy 1
(ﬁ2023t B 02712) V=0

v+ (20)
Ucapan Terima Kasih
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Pada kesempatan ini, penulis mengucapkan terima kasih
dengan¥ adalah solusi umum yang telah didefinisikan padayang sebesar-besarnya kepada rekan-rekan dosen di jurusan
Pers.(2). Penurunan Pers. (20) akan diuraikan pada lampirafisika UNJ atas terwujudnya makalah ini.
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sehingga didapat

LAMPIRAN
2
Penurunan Pers.(20) diuraikan sebagai berikut. Pertama{ﬁ@ - ﬁj& + R2V2q — R2V2q + 1 <5<P> o —(24)
tuliskan kembali persamaan Hamilton-Jacobi dan persamaar? 0t  ¢? 0t? c2 \ ot
kontinuitas yang terdapat pada Pers.(13) dan (19): 2V 9y V2 ) -
C—Qaa—i-?a—(Vgo) a—m-c’a=0
10 Op
2 _ - 277
Ve (a Vgo) =35 (a 815) (22)

1 (9p 2 ) - Lalu kita jumlahkan Pers.(23) dan (24), kalikan hasil akhirnya

o) <8t - > = (V)" =m"c” =0 (22)  dengare#¥, dan setelah menggunakan definisi fungsi gelom-
bang umum yang terdapat pada Pers.(2)

Kemudian, jabarkan Pers.(21), lalu kalikan dengarpada

kedua ruasnya, sehingga didapat

U (7,t) = a(F, t)e%‘”(m) (25)
2iha (Va) e (V) + iha*V?p = (23)
ih 0adp _ a®0%p
2%t o T2 o2 maka didapatkan Pers.(20)
Setelah itu, jabarkan pula Pers.(22), kalikan dengan a pada ke-
dua ruasnya, lalu manipulasikan suku kirinya dengan menam- A ) m2c? 1 &%
bahkan suku o2 VU + o v — %@\II + (26)
W% R 0% VQ“\I/+<2228"°— 212>V\If—0
2 o2 2 o2 a h2cz 0t i

dan
Apabila pada Pers.(26) diambil kasus partikel bebas (V = 0),

(R*V?a — h*V?a) maka persamaan tersebut akan tereduksi menjadi Pers.(14).
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